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(Eingegangen am 12. Januar 1972) 

Interpartieular Inter]erenee in Systems 
with Probability Sequence 

For discussion of the influence of interparticular inter- 
ference the scattering function is split into two parts, the 
one representing the pure particle scattering and the other 
interpartieular scattering. It is shown that the latter is very 
sensible to particle shape. It can vanish only with particles 
with even surface. In general, the behaviour is to be expec- 
ted between two limiting cases, the gas-type and the liquid- 
type. While the sterie exclusion effect always tends toward 
the latter, either type can be reached at by probability 
sequence. The relations are demonstrated by the use of a 
simple model. 

Um den Einflul3 der interpartikul/iren Interferenzen zu 
untersuehen, wird die Streufunktion in zwei Anteile zerlegt, 
die die reine Partikelstreuung bzw. die interpartikulgre Streu- 
ung darstellen. Es wird gezeigt, dab letztere sehr empfind- 
lieh yon der Teilchenform abhgngt. Die interpartikulfire 
Streuung kann nur  bei Teilehen mit  ebener Begrenzung ver- 
schwinden. Im  allgemeinen muB das Verhalten zwischen zwei 
Grenzf/~llen, dem Gas-Typ und dem Liquid-Typ, liegen. Ws 
rend der sterische AusschlieBungseffekt stets zu letzterem 
fiihrt, k6nnen beide Typen zwanglos durch Wahrscheinlieh- 
keitsnaehwirkung erreieht werden. Diese Verh/iltnisse werden 
an einem einfaehen ?r demonstriert. 

I. E i n l e i t n n g  u n d  P r o b l e m s t e l l u n g  

Seit Schaffung der Methode der R6ntgenkle inwinke ls t renung  (KWS)  
ist es eine stri t t ige n n d  noch nieht  endgtiltig gekl~rte Frage, wie weit 
und  un te r  welehen Bedingungen interpar t ikul~re  In ter ferenzen dabei zu 
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beriicksichtigen sind. Kratky I hut als erster mit Nachdruek auf dieses 
Problem hingewiesen und die Rolle der interpartikul/iren Interferenz bei 
einem Spezialfall, dem mieellaren System der Cellulose, klar erkannt. 
In einer sps Arbeit 2 kamen Kratky und Pored, gestiitzt auf eine 
kritische Betraehtung der vorliegenden Ergebnisse und auf mehr 
qualitative ~Tberlegungen, zu einer Absch~tzung der Faktoren, die ftir 
die Wechselwirkung der Teilchen maBgebend sind. Dabei wurde die 
besondere l%olle, die die Teilehen~orm ftir dieses Problem spielt, hervor- 
gehoben, ein Gesiehtspunkt, der in der vorliegenden Arbeit weiter ver- 
folgt werden sell. 

Von vornherein sollte man erwarten, 4a13 die interferenzms 
Wechselwirkung der Teilehen mit zunehmender Diehte der Paekung 
immer mehr in den Vordergrund tritt.  Die experimentel]en Befunde 
geben hier aber keia Mares Bild. Einerseits findet man nicht selten sehon 
bei recht verdtianten L6sungen (Proteine, Seifen u. dgl .)Andeutungen 
einer Wechselwirkung in Form einer ,Senkung der Intensit~t gegen den 
Winkel 0. Andrerseits wurden gerade bei ganz dicht gepaekten Systemen 
(Faserstoffe, Kohlen u. g.) in der Regel monoton fallende Streukurven 
mit besonders starkem Austieg der Intensit~t gegen den Winkel 0 
registriert, die man als Partikelstreuung ggf. mit Clusterbildung auf- 
fassen konnte. Dementsprechend hat Riley ~ bei seinen Untersuchungen 
an Kohlen in unmittelbar verst~nd]icher Ausdrueksweise zwischen 
einem Gas-Typ und einem Liquid-Typ untersehieden. Es wird das beson- 
dere Anliegen der vorliegenden Arbeit sein zu zeigen, dab beide Typen 
zwanglos auf interpartikul~re Interfere~lz zurtickgeftihrt werden kSnnen 
und gerade die zu erwartenden Grenzf~lle darstellen. 

Die Verhs bei der R6ntgenkleinwinkelstreuung erfordern in 
dieser Hinsieht ein gewisses Umdeaken. Die eindrueksvollen Erfolge der 
Kristallstrukturanalyse habea dazu verleitet, das Auftreten yon Inten- 
sit/~tsmaxima als das entseheidende Kriterium fiir die Interferenz zu 
betrachten und daher aus ihrer Abwesenheit auf reine Partikelstreuung 
zu schlieBen. Bei den kolloiden Objekten der K W S  mit ihrer weit gr613e- 
ren Mannigfaltigkeit der AnordnungsmSgliehkeiten ist das nieht gereeht- 
fertigt. Sehon Kratky 1 hat gezeigt, dab aueh in verh/iltnism/igig geord- 
neten micellaren Systemen die Maxima durch eine iiberlagerte Statistik 
zum Verschwinden gebraeht werden kSnnen, und Guinier und Fournet 
betonen in ihrem bekannten Bueh a, dab ein Intensitgtsmaximum 
(Liquid-Typ) nicht ohne weiteres als Braggseher Reflex betraehtet werder~ 
darf. Allerdings siad aueh F~ille bekanat - -  besoaders bei Faserstoffen - - ,  
wo eindeutig eine weitreiehende gitter/~hnliehe Ordnung vorliegt; doch 
wollen wir diese, als nicht typisch ffir die Probleme der K WS, im weiteren 
ausklammern. Wir besehr/inken uns auf unorientierte Systeme mit 
hSchstens einer gewissen Nahordnung. Eine solehe ist aber aueh bei 
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Fehlen you ordrtenden Krgften allein school auf Grund der gegen- 
seitigen Raumaussehlieftullg der Teilehen zu erwarten. 

Diese wiehtige Erkenntllis verdanken wir Debye. In ether grund- 
legenden Arbeit a konnte er zeigen, dab bet einem einfachen System, 
bestellelld aus identisehen Kugeln in nieht zu groBer Verdtinnung, 
bereits dutch deren Undurehdringliehkeit eine Streukurve mit Inter- 
ferenzmaximum (Liquid-Typ) elttstehen mul3. Dieser Befund ist nicht 
Imr aI1 sigh bemerkenswert, sondern besonders tiberrasehend dadureh, 
dab er naeh der Theorie sehon bet reeht kleinsll Konzentrationen auf- 
f/illig hervortreten sollte. Das liegt keilleswegs an dem sehr einfaehen 
Ansatz VOlt Debye. Aueh sp/~tere Erweiterungerl der Theorie 4, 6 unter 
Einbeziehung yon Gr6Bertstatistikert und geanderten Verteilungs- 
funktionen hubert im wesentliehen zu ~Lhnlichen Ergebnissen geftihrt. 

Die experimentellen Befunde geben jedoeh eilt anderes Bild. Aueh 
verh/~ltnism/iBig konzentrierte L6sungen yon etwa kugeligen Teilehen 
zeigen in der Regel nieht anrt/~herltd so ausgepr/igte Interferenzeffekte, 
wie VOlt dieser Theorie gefordert. Diese DiskrepaltZ bedarf der Auf- 
kl/trung. Es ist unsere These, die im folgenden uther  begriindet werden 
soll, dal3 die Sehwierigkeit der Theorie in der Almahme ether reinen 
Kugelgestalt begriindet ist und daft bet siner Diskussion der inter- 
partikul/~ren Interferenzen die Form der Teilehen eine viel gr6ftere Rolle 
spielt, als man bisher angen0mmen hat. 

II. Die  U m g e b u n g s f u n k t i o n  

Um den Einfluft der interpartikulS, ren Interferenzen uther  zu unter- 
suehert, ist es angebraeht, zun/~ehst die Streukurve in zwei additive 
Terme zu zerlegen, yon denen der erste die reine Partikelstreuung ulld 
der zweite dis Weehselwirkung mit der Umgebung darstelten soll. Eine 
solehe Zerlegung liegt zwar schoa beim Ansatz yon Debye und der daraus 
etltwiekelten Methode der Radialfultktionelt vor; doeh ist diese an die 
Kugelsymmetrie der Teilehen gebundem Eine Erweiterultg auf beliebige 
Teilehenformen st6ftt auf gro•s mathematisehe Sehwierigkeiten und 
scheint aueh kaum erfolgverspreehend. Wit gehen daher einen anderen 
~Tsg. 

Die Streuamplitude A eines Teilehens kann in bekgnnter Weiss als 
Fouriertransformierte seiner Elektrollendiehtenverteilung angesetzt 
werdert, d .h .  bet konstanter Elektronendiehte p als Foz~rierintegral, 
erstreekt tiber das Teilehenvolume~ V: 

A ~ p . f f f e ~ h ~  d r  (t) 

Dabei ist gewissermaften die yon einem einzelnen Elektron herrtihrende 
Amplitude gleieh 1 gesetzt. Damit werden alle dutch dis experimentelle 
Anordnung bedingten intensit~itsbestimmenden Faktorell weggelassen, 
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da sie fiir unser Problem ohne Bedeutung sind. In der Formelschreibung 
kommt dies dureh die Verwendung des Proportionalit~ts- anstelle des 
Gleiehheitszeiehens zum Ausdruek. 

Ffir das an der Streuung beteiligte Gesamtsystem ist tiber alle 
Einzelamplituden zu summieren. Das Absolutquadrat dieser Summe gibt 
dana die Intensitgt I (h) in Abhgngigkeit yore Streuwinkel, dargestellt 
dureh den Parameter h: 

I (h) ~ Y~ ~ Ai Aj*" e~ ~ (r~-r~) (2) 

Hierbei ist jeder Term noeh mit einem Phasenfaktor versehen, da sieh die 
Teilehen auBer dureh ihre Amplitude Ai (bezogen auf den Sehwerpunkt) 

noeh dureh ihre Lage, dargestellt dutch den Ortsvektor re, unterseheiden. 
Jede statistisehe Behandlung setzt voraus, dab eine genfigend groBe 

Marmigfaltigkeit vorliegt, d .h .  dab alle mit der statistisehen Gesetz- 
m/igigkeit vertr~gliehen Situationen aueh tats/Lehlieh realisiert sind. Es 
wird somit eine bestimmte Teilehensorte (Index i) in allen m6gliehen 
Positionen und Orientierungen mit allen m6gliehen Konfigurationen der 
Umgebung vorkommen. Wenn wir in (2) den Anteil der Sorte i (in 
bestimmter Orientierung) herausgreifen, wiederholt sieh zwar immer 
wieder die Amplitude A~, die anderen Amplituden aber weehseln, und es 
darf darfiber gemittelt werden, wobei die Phasenfaktoren jeweils riehtig 
zum Zentralteilehen liegen. Wegen der Linearit/~t der lWouriertransfor- 

marion ist das Verfahren gleiehbedeutend mit einer Mittelung fiber die 
Elektronendiehtenverteihng der Umgebung, und das Resultat dasselbe, 
wie wenn jedes Teilehen mit der zur betreffenden Sorte geh6renden 
mittleren Umgebung versehen w/~re. Abb. 1 soll die Verh&ltnisse ver- 
ansehauliehen, indem auf einem ]inearen I)urehsehnitt die Belegungs- 

funktion, d .h .  die Wahrseheinliehkeit, dab in einer Entfernung r vom 
Teilehenmittelpunkt eine Belegung dutch ein Naehbarteilehen angetrof- 
fen wird, aufgetragen ist. Es ist leieht einzusehen, dab bei Fehlen yon 
weitreiehenden Ordaungskr~ften, wie vorausgesetzt, in einiger Ent- 
fernung vom Teilehen die Belegung sieh asymptotiseh dem Mittelwert w 
(Volumanteil der Teilehen im System) n~hern mug. Der Bereieh, in dem 
die Werte noeh yon w abweiehen, stellt offenbar die Weehselwirkungs- 
sph/tre dar, innerhalb der das Teilehen einen EinfluB auf seine Umgebung 
ausfibt. Ein konstanter Untergrund kann abet bekanntlieh keinen Bei- 
trag zur Intensit/it liefern und ist daher yon vornherein abzuziehen. Wit 
k6nnen somit - -  unter roller Wahrung der Allgemeingiiltigkeit - -  die 
gemittelte Umgebnng in folgender Weise ansetzen: 

Belegung = w + ~"  U(~) ; mit w = 1 - -  w (3) 

Amplitude = F ~ p . f f f e *  n ~. U(r) dr  (4) 
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Der Wert U = 1 bedentet somit die Gewi6heit, den betreffenden Purtkt 
belegt zu Iinden; der Weft U = 0 hingegen die v611ige Unbestimmtheit  
(natfirlieh bis auf die a priori-Wahrseheinliehkeit w). Fiir jede Teilehen- 

sorte mug es natfirlieh eine eigene Umgebungsfunktion U~ (r) geben, die 
in gleieher Weise wie das Teilehen alle Orientierungen im l%aum ein- 
nimmt. Die Mittelung fiber diese Orientierungen, ia der Formel darge- 
stellt dureh Klammern < }, kann abet nut  fiir die Amplitudenprodukte 
und rdeht etwa ffir die Amplituden selbst vorgenommen werden. Wir 
erhaltert sehlieBlieh unter Berfieksiehtigung der vorstehenden l)ber- 
legnngen und dureh Einsetzen in (2): 

I(h) ~ ~ E ~'~ {<A~A~*> + <A~F~*>} (5) 

Abb. 1. Sehematiseher Durehsehnitt dureh diehtgepaektes System. 
Kurve = gemittelte Umgebung 

Damit ist die gewfir~sehte Zerlegung gewonnen, derm der erste Term 
bedeutet offenbar die reine Partikelstreuung urtd der zweite den yea  der 
Interferenz jedes Teilehens mit seiner Umgebung herrfihrendeil Beitrag. 

Eine weitere Auswertung yon (5) wiirde natiirlieh spezielle Annahmen 
oder Kenntrdsse fiber das System erfordern. Wit begntigen uns zungehst 
mit einer qualitativen Diskussion. Da lassen sieh sofort und in yeller 
Allgemeinheit folgende Sehliisse ziehen: 

1. Die irtterpartikulgre Interferenz erseheint als Amplitude und meht 
etwa als Amplitudenquadrat. Sie karm daher meht als eine zus~tzliehe 
Partikelstreuung - -  etwa yon ,,Clusterrf' - -  aufgefaBt werden. Eine 
solehe Auswertung, obwohl naheliegend - -  und h/iufig verwendet - - ,  ist 
i. a. inkorrekt und bedenklieh. 

2. Die Umgeburtgsfurlktion U liegt per definitionem aul3erhalb des 
Teilehens. Es kommt ihr demnaeh grundsgtzlieh ein gr613erer Streu- 
massenradius zu. Die Amplitude F hat daher eine steilere Winkel- 
abhgngigkeit als A. Daraus folgt, dub der Weehselwirkungsanteil, wie 
nieht anders zu erwarten, sieh ii1 erster Linie bei kleinen ~Vinkeln 
bemerkbar maehen wird. 

3. Die Umgebungsfunktion kann grunds&tzlieh positive wie negative 
Werte annehmen, und das gleiehe gilt dann ftir die Amplitude F. Im 
ersten Fall, den wir als positive Naehwirkurtg bezeiehrlen wollen, wird 
die Intensitgt bei kleinen Winkeln erh6ht (Gas-Typ); im zweiten (nega- 
tive Naehwirkung) entspreehend erniedrigt (Liquid-Typ). Es besteht 
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daher kein Grund, wie es oft geschieht, nut den zweiten Fall als inter- 
partikul/tre Iaterferenz zu interpretieren. 

4. Eine reine Partikelstreuung kann bei einem dieht gepaekten 
System nut auftreten, wenn die Umgebungsfunktion iiberall ver- 
sehwindet, d. h. wenn die Belegungswahrseheinlichkeit unabMngig vom 
Naehbarteilehen wird. Diese Bedingung 1/~gt sieh abet i. a. nieht dutch 
das bloBe Fehlen einer physisehen Weehselwirkung zwisehen den Teilehen 
erf/illen. Sie hgngt vielmehr empfindlich yon der Teilehenform ab. 

Abb. 2. Modellsystem mit w -- w = ~ ohne Nachwirkung 

Der letzte Punkt  erkl/~rt sofort, warum alle Kugelmodelle, wie die 
yon Debye u. a., einen so ausgeprggten Liquid-Typ liefern nnd es dutch 
keine Verfeinerung des Modells mSglieh war, die interpartikulS~re Inter- 
ferenz zum Versehwinden zu bringen. Kugeln k6nnen sieh ja nnr an 
einem Punkt  beriihren nnd die Umgebungsfunktion mug daher mit 
negativen Werten beginnen. Sie kaan nur Null werden, wenn bereits die 
Teilehenoberflgehe im Mittel gleieh belegt sein kann wie der Raum auger- 
halb. Das ist nur mit ebenen Begrenzungen mSglieh. Wenn wir z. B. 
W/ariel in ein Gitter so einordnen, dal3 fiber die Belegung jedes Gitter- 
platzes durch reinen ZufalI entschieden wird, dann ist die Umgebungs- 
funktion iiberall exakt gleieh Null, wie unmittelbar einzusehen, und die 
Streuung identiseh mit der des einzelnen Wfirfels. Abb. 2, die dureh Anf- 
werfen einer Miinze mit w = ~ = ~ hergestellt wurde, sueht diesen Fall 
zn veransehauliehen. Man erkennt Cluster aller Art und wird kaum ohne 
weiteres vermuten k6nnen, dab diese in der Strenkurve fiberhaupt nieht 
in Erseheinung treten. 

1)brigens wurde vom Verfasser in einer frfiheren Arbeit 7 sehon ein 
5~hnliehes Modell diskutiert. Es konnte damals abet vielleieht deshalb 
nieht iiberzeugen, weil es eindimensional angesetzt war und eine Uber- 
tragung auf dreidimensionMe Verh/~ltnisse in der Tat problematiseh ist. 
Diese Bedenken diirften jetzt dureh die vorstehenden Uberlegnngen 
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beseitigt sein. Natiirlieh halter aber einem solehen Modell der Charakter 
des Gektinstelten an. Es soll aueh nnr zeigen, dal~ eine AuslSsehung der 
interpartikularen Interferenz zwar grnnds/~tzlieh m6glieh, aber in der 
Praxis wohl nut  ngherungsweise in besonderen Ausnahmef/~llen zu 
erwarten ist. 

Die Mehrzahl der Systeme wir4 zwisehen den beiden OrenzfglIen 
Kugel und Wiiriel liegen. Dann muB allein sehon auf Grund der i~aum- 
aussehlieBung eine gewisse Ordnung in kleinen Bereiehen entstehen, die 
dureh eine Umgebungsfunktion U besehrieben wird. Obwohl es sieh 
dabei um ein rein geometrisehes Problem handelt, sind die Sehwierig- 
keiten enorm und die wenigen vorliegenden Ansfitze 4, 6 nieht ermutigend. 
Wit wenden uns daher lieber einem Problem zu, das sieh iibersiehtlieher 
behandeln lgfit. 

III. Wahrscheinlichkeitsnachwirkung 

In der Praxis wird man erwarten diirfen, dab die Teilchen nicht nur 
durch ihre Raumerfiillung, sondern auch 4ureh physisehe Einwirkung 
einen EinfluB auf ihre Umgebung ausiiben. Gemeint ist bier weniger eine 
Ferm~drkung, wie elektrostatische Kr~fte, sondern eine Tendenz zur 
Aggregation oder Separation. Um diesen Fall zu untersuehen, wghlen 
wir ein Modell, das so einfaeh sein soll, dab es sieh leieht und iibersiehtlieh 
mathematiseh behandeln Igfit, andrerseits aber doeh Anssieht bietet, die 
wesentliehen Ziige zu erfassen. Diesen Anspriiehen gentigt das oben 
erwghnte Wiirfelmodell, denn es zeigt im Idealfall keinen Aussehliel3ungs- 
eifekt, 1/~Bt also unsere Problemstellung rein zur Geltung kommen. Ferner 
erlaubt es eine eindimensionale Behandlung, denn die lJbertragung auf 
drei Dimensionen ist bier, wie oben gezeigt, unbedenklieh. 

Wir haben somit folgendes einfaehe Modell: auf einer Reihe unseres 
Wiirfelgitters m6gen die Plg~t.ze mit  der Wahrseheinliehkeit w belegt 
werden. FUr den einem belegten Platz benaehbarten Platz soll aber eine 
davon verschiedene Wahrseheinliehkeit W1 gelten, die wir ohne Ein- 
sehrgnkung tier Allgemeinheit so ansetzen k6nnen: 

1. Naehbar:  Wt = ~v + ~ " ~ (6) 

Dadureh wird die Abweiehung yon der NormMwahrseheinliehkeit .to 
explizit zum Ausdruek gebraeht. Der Parameter  ~, der positiv oder 
negativ sein kann, ist offenbar ein Mag fiir die Naehwirkung. Indirekt  
mug sieh aber aueh eine Folgewahrseheinliehkeit W2, W~, W4 usw. 
ergeben, da von jedem Platz die gleiehe Naehwirkung auf den naehsten 
erfolgt. Um diese zu bereehnen, brauehen wir zungehst die Wahrsehein- 
liehkeit WI' daftir, dal3 auf einen leeren Platz eia belegter folgt. 
Wir erhMten sie aus der Bedingung, dab ein beliebig herausgegriffener 
Platz (unbekannt, ob leer oder belegt) natiirlieh keine Naehwirkung 
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haben kann, die Belegungswahrscheinlichkeit fiir dell Nachbarn  also w 
sein muI~ : 

w W 1  + w W l '  = w; ~ W I '  = w ( 1 - -  z) (7) 

Der fibern~ehste Platz  kann  durch die Folge be legt - -be legt  oder 
leer--belegt  errcicht werden. Wir  haben somit:  

2. Nachbar :  W2 = W1 Wi ~- (1 - -  W1) WI'  = w + ~ .  z2 (8) 

' I I ' 

Abb. 3. Gemittelter Durchschnit$ dutch Modellsysteme mit w = w = ~ .  
a) Positive Nachwirkung mil~ z = + 1/8. b) Negative Nachwirkung mit 

= - -  1 / 3  

und durch I te ra t ion:  

n-ter  Nachbar :  Wn = w + @ �9 z n (9)  

Die Ann/~herung aa  den Grenzwert  w erfolgt also in geometrischer Pro- 
gression, mid zw~r bei positiver Nachwirkung monotoa ,  bei negativer 
aber oszillierend, wie Abb. 3a, b zeigt. Dementsprechend entar te t  die 
Umgebungsfunkt ion  U zu einer Stufenfunktion,  die wir naeh Vergleieh 
yon  (3) und (9) unstet ig schreiben k6nnen:  

U i = z ; U 2 = z ~ ; . . . U ~ = z  n (10) 

Dami t  1/~Bt sieh leicht die Streukurve des Modells nach (5) bereehnen. 
Da jeder Stufe die gMche Ampli tude zukommt  wie dem Bezugswtirfel 
(Kantenl/~nge : d), k a a n  diese als gemeinsamer Fak to r  herausgehoben 
werden, und  es bleibt nur  eiae Summe fiber die Phasenglieder, die sich 
leicht umformen 1/~l~t : 

+~ 1 - - z  2 
I ( h ) ~ @ l V A 2 ~ z n . e ~ n h c ~ = ~ l V A Z . l _ _ 2 z c o s h d _ ~ z  2 (11) 

- - o o  

mit  
sin (hd/2) 

A ~.~ ~ d ~ (hd /2 )  
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Abb. 4 zeigt drei so berechnete Streukurven fiir den Fall der positiven, 
negativen und fehlenden Nachwirkung. Sie stehen fiir eine ganze Kurven- 
schar, die man durch stetige Xnderung des Nachwirkungsparameters 
erhfilt. Der Ubergang vom Gas-Typ zum Liquid-Typ ist deutlich zu 
sehen und schlieBt in grogen Ztigen alle Arten yon Streukurven ein, die 
man experimentell bei dichtgepackten Systemen ohne Fernordnurtg 
findet. Das ist um so beachtlicher, als die ganze Mannigfaltigkeit im 
Grunde yon einem einzigen Modell geliefert wird. Damit  ist natiirlich 
nicht gemeint, dab dieses Mode]i mit, seinen hSchst speziellell Annahmen 

1 I 

s } s 
~# ,.- 

Abb. 4. Bereehnete Streukurven zu den Modetlsystemen yon Abb. 3. 
a) Positive Naehwirkung ; b) negative Naehwirkung ; e) Partikelstreuung 

an und fur sieh eine reale Bedetltung hat, sondern nur, dag es olfenbar 
die wesentliehen Ziige der Wahrseheinliehkeitsnaehwirkung erfaf3t. 

Besonders sei noeh darauI hingewiesen, dab z. B. d~s zugrunde gelegte 
kubisehe Gitter im Resultat  i iberhaupt nieht in Erseheinung tritt ,  aneh 
nieht, wenn man die Streukurven der Abb. 4 beliebig nach reehts ver- 
1/~ngert. Rein mathematiseh gesehen, liegt das daran, d~l~ die Streu- 
amplitude des Wiirfels gerade an den Stellen Null wird, wo Braggsehe 
Reflexe auftreten sollten. Das ist aber andrerseits kein Zufall. Der t iefere 
Grund ist der, dag die W~irfel keine geometrisehe Naehwirkung zeigen, 
weshalb sie ja aueh fiir das Modell gew~hlt wurden. Dasselbe Verhalten 
miissen alle K6rper zeigen, die den tgaum liiekenlos erfiillen kSnnen wie 
etwa Tetraeder. Kugeln hingegen haben, wie sehon friiher erwfihnt, aus 
sterisehen Ursaehen einen Anteil yon negativer Naehwirkung. Daraus 
erkl/~ren sieh aueh d.ie einseitigen Resultate, die alle bisherigen Theorien 
fiber Kugelsysteme ergeben haben. 

IV. K o r r e l a t i o n s v o l u m e n  u n d  s t a t i s t i s e h e  S e h w a n k u n g e n  

Aus den bisherigen Ausfiihrungen - -  ansehaulieh aueh in Abb. 4 zu 
ersehen - -  geht hervor, dab die interpartikul~ren Interferenzen den 
grSgten Beitrag zur Streukurve beim Winkel Null liefern. Dieser Wert  ist 
abet  fiir die Auswertung aueh sonst yon besonderem Interesse, weil er die 
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Bestimmung eines charakteristischen (oder Korrelations-)Volumens Vc 
gestattet.  Dieses ist bei einem verdfinnten System gleich dem gewogenen 
Mittel der Teilchenvolumina Vi, bei dichter Packung zwar nicht mehr 
yon so unmittelbarer Bedentung, aber immer noch eine wichtige Kenn- 
gr61?e. Die Beziehung 7 __ auf die jetzige Normierung gebracht - -  lautet : 

I ( h = O ) ~ 2 w w .  Vc (12) 

und kann mittels der Invariante:  

Invariante  = f I (h) h 2 dh~  ,r w w .  2 ~2 (13) 

ausgewertet werden. Wenn wir andrerseits in (5) h = 0 setzen und 
bedenken, dal~ dann die Amplituden gleich dem Produkt  yon Votumen 
real Elektronendichte werden, erhalten wir: 

I(O) ~ p2 ww E NiVi (V~ -4- f f f  Ui (r) d r ) / E  lViV~ (14) 

wobei der Volumanteil E IVi Vi einmal durch w ersetzt wurde, um die 
Analogie zu (12) herzustellen. Es folgt sofort: 

Vc = ( v~ + f f f U/(r) dr} ; gewogenes Mittel (15) 

Dieses Ergebnis hat  eine ansehauliche Bedeutung. Das Teilchenvolumen 
scheint um den dureh die Umgebungsfunktion best immten Bereich ver- 
gr61~ert (oder verkleinert), das ist gerade der Bereich, in dem die Belegung 
fiber den Mittelwert w herausragt. In  diesem gibt es offenbar ein 
koh/~rentes Zusammenwirken der Sekund/trwellen mit  dem jeweiligen 
Zentralteilchen. Speziell ffir unser Modellsystem erhalten wir: 

v~ = v (1 + ~)/(1 - -  ~) (16) 

Die Intensit~tserh6hung gilt aber nur fiir kleine Streuwinkel, solange die 
Phasendifferenzen klein sind. Bei grol~en Winkeln mul3 dagegen ein 
st&rkerer Intensitgtsabfall eintreten als bei der Partikelstreuung, weil 
die Phasen schneller wachsen. Bei negativer Nachwirkung gilt natiirlich 
das Umgekehrte. 

Diese qualitative Uberlegung liter sich allgemeingfiltig and  quantita- 
tiv fassen mit  Hi]re der Invar iante  (13). Diese h/~ngt ja nnr yon der 
mat.eriellen Zusammensetzung des Systems, nicht aber yon Form und 
Gr6Be der Teilehen oder ihrer Anordnung ab. Sie toni? daher auch bei 
Wahrscheinlichkeitsnachwirkung denselben Wert  wie fiir die reine 
Partikelstreuullg haben. Einem UberschuB bei kleiaen Winkeln ent- 
spricht so ein Defizit bei grol3en und umgekehrt  (vgl. aueh Abb. 4). 

Das Korre]ationsvolumen Vc hat  nun noch eine zweite wichtige 
Bedeutung als MaB ffir die statistischen Sehwankungen des Systems. 
Sehon bei der bekannten Theorie der Lichtstreuung yon Lord Rayleigh 
hat es sich herausgestellt, dal3 diese ebensogut auf die einzelnen Molekfile 
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wie auf die Dichteschwankungen im Gas zuriiekgefiihrt werden k6nnen. 
Das Analoge gilt aueh fiir die K W S ,  wie yon mehreren Autoren 4, 7 
n/iher ausgefiihrt worden ist. 

Wenn wir uns das Gesamtsystem in Volumetemente V unterteilt  
d enken, die aber grol3 gegen den Korrelationsbereieh sein sollen, dann 
wird die Teilehenvolumdiehte w eine gewisse Sehwankung ~ w zeigen. 
Naeh allgemeinen Gesetzen der Statistik sollte das Sehwankungs- 

quadrat  ant ibat  ]) gehen, das Produkt  V (-~-w) ~ also konstant  sein. Aus 
loe. cir. 7 entnehmen wir 

w w V c  = V (~w) ~ (17) 

Im Zusammenhang mit  (15) und besonders (16) bedeutet das, dab die 
statistischen Schwankurtgen durch positive Nachwirkung vergr6Bert 
und dutch negative verkleinert werden. Oder in der Ausdrueksweise der 
praktisehen Statistik: Positive (negative) Wahrscheinlichkeitsnaeh- 
wirkung entspricht tiber-(unter-)normaler Dispersion. 
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